THE XXI INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD
LONDON 1979

PoniedziaYek, 2 lipce 1979.

Czas : 4 godziny

l. Niech p i1 q bedg takimi liczbami naturalnymi, 2e

P 1 1 + 1 1l 1 1l
a 2 3 4+...-I§I§+I§I§

Udowodnié& , %2e liczba p Jest podzielna przez 1979.

2. Deny jest graniastos)up, ktérego podstawami sg pigciokaty A1A2A3A4A5 i

BlBZB3B4B5° Wszystkie boki tych pigciokgtdw i wszystkie odcinki AiBj
(iy3 = 1,e++y5) 5§ pomalowane na czerwono lub zielono. Wiadomo, %e kaldy
trd jkat, ktdrego wierzchoiki sg wierzcho)Ykami granizstoslups i ktdrego

wszystkie boki s3 pomalowane, ma dwa boki réZ}nYch kolordw. Udowodnié, %e

wszystkie 10 bokdw obydwu podstew zostaxb pomzlowanych tym samym kolorem.

3. KNa piaszczyZnie dane sg dwa przecinajace sig okregi. Niech A bedzie jednym
z punktdw przeciecia. Dwa punkty startuja rdwnoczednie z punktu A i poru-
szajg sie zZe staﬂ&mi predkosciami, ka?dy punkt po innym okregu, wyznaczajgc
t¢ samp orientacje. Po jednym okrgleniu punkty wracajg rdvwnoczednie do
punktu A. Udowodni&, %e istnieje ne pYaszczyinie staly punkt P, ktdrego

odlegioéci od poruszajgcych sig punktdw sj w kaldym momencie rdwne.
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4. Dana jest plaszczyzna n , punkt P na niej i punkt Q poza nig. Znaletd
wszystkie punkty R pYaszczyzny w , dla ktdrych stosunek (qp + PR)/QR
jest najwigkszy.

5. Znale?& wszystkie liczby rzeczywiste a, dle ktdrych istniejg liczby

nieujemne xl xa, x3, x4, x speﬂniajqce rdwnania

6. Niech A i B beds przeciwleglymi wierzcho)kami ofmiokgta foremnego. Zabe
zaczyne skaka& z wierzcholka A. Z kaidego wierzchoYka odmiokgte rd2nego
od E mo%e ona skoczyd do kaldego z sgsiednich wierzchoYkéw. Gdy %aba
znajdzie si¢ w punkcie E, przestaje skakad.

Niech a bedzie liczbg rdinych drdg z A do E zIbZonych z n skokdw.
Udowodm;é, te a4, = 0, a2n=7'7— @ -y T m = 1,2,3,
S N

Uwaga. Drogg z A do E zJofong z n skokéw jest katdy ciag wierzchoYkdw
ofmiokgta (P g eee s Pn), w ktdrym

(1) P =A , P = E ;

(2) dla katdego i takiego, %e¢ 0 < i < n-l punkt P jest rqlpny od E ;

(3) dla katdego i tekiego, %e O < i < n-1 punkty Pi oraz Pi+1 sg sgsied-

nimi wierzchoYkami oimiokate.

SMP Westfield College, Kidderpore Avenue, Hampstead, London NW3 7ST Telephone 01-435 7141



